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初 等 連 載 講 座

磁気と磁性
第1回　磁気モーメントとマクスウェル方程式

Magnetic Moment and Maxwell’s Equations

溝口　正　
T. Mizoguchi

Classical and quantum mechanical concepts required to describe magnetic moments and magnetism are introduced. The first is 
the electron spin, which is the intrinsic angular momentum of electrons that is fully understood only with quantum mechanics. The 
second is the physical quantities and laws of classical electromagnetism, such as magnetic moment, m, magnetic field, H, vector po-
tential, A, magnetic flux density, B, and Maxwell’s equations.

1.0　序

天然磁石は有史以前から知られていたと思われるが，これ
が羅針盤に応用されて人類の活動する世界は一挙に拡大し
た．電流のまわりに磁場ができることをエルステッドが発見
してから，アンペール ，ファラデーらの実験をマクスウェル
がまとめあげ，古典電磁気学がつくられた．その背景のもと
に磁性物理学は，物質の量子力学的理解によって大きく進展
した． この章ではミクロな立場から理解を深めながら，古典
電磁気学の場を平均化した見方を再検証していく．

1.1　電子のスピン角運動量

電子は質量me≅9.109×10－31 kg，負の素電荷－e≅－1.602× 
10－19 Cをもった粒子として知られているが，その位置と
運動量の成分の間には∆x∆px≥h≅6.6261×10－34 J sなどの
不確定性関係がある．この電荷がクーロンの法則に始まる
電磁気学の主役を演ずるが，電子は同時に磁気モーメント
の自然単位を担っている．この磁気モーメントは電子のも
つ固有の角運動量，スピン角運動量に付随して現れてく
る．スピン角運動量はスピンベクトル sのħ＝h/2π≅
1.055×10－34 J s倍で，ħsである．スピンベクトルは空間
のある方向を向いたベクトルとして sx，sy，szの3成分を
もつが，それぞれの成分が量子力学における演算子となっ
ている．この演算子はスピン関数に作用する．電子の状態
を表すには，軌道関数のほかに，スピンの状態を表すこの
スピン関数を組み合わせる必要がある．電子はフェルミ統
計にしたがうフェルミ粒子であるから，一つの状態を占め
る電子はたかだか一つであるというパウリの原理に従う．
このときの状態を規定するのが軌道関数とスピン関数の組
み合わせであることは重要な意味をもつ．電子のスピン状
態は 2種類だけで，これを＋，－または矢印で↑(up)，
↓(down) と表すこともあるが，スピン関数を軌道関数と
同じような形で表せば，この関数の引数となるスピン変数

は，二つの状態に対応した2値しかない．通常szの固有値
＋1/2,－1/2をスピン変数にとって，スピン関数を

α α   
   
   

1 11 02 2，＋ ＝ － ＝   (1)

β β   
   
   

1 10, 12 2＋ ＝ － ＝   (2)

と書くことができる．このとき演算子szに対する固有方程
式は量子力学の定石に従い

α α β β1 1,2 2z zs s＝ ＝－   (3)

である．このとき空間のz方向がスピンの量子化軸に選ば
れたことになる．
この2種類のスピン関数に対し2成分の基本ベクトルをあて

α β
   
   
   

1 0,
0 1＝ ＝   (4)

としてもよい．もしα, βを式 (4) のように2成分のベクト
ルで書けば，スピン演算子を

σ
 
 
 

1 01 1
2 20 1z zs ＝ ＝－

  (5)

と2行2列のマトリックスで表し，通常の行列の計算を行

えば式 (3)が得られる．ここでσ
 
 
 

1 0
0 1z＝ －

 はσ＝2sと定

義されるパウリ演算子のz成分である．
三つのスピン演算子 sx，sy，szは互いに可換ではない．

ということは，z軸を量子化軸に選んで式 (4) のように固
有状態を決めたとき，sy，sxを独立に定めることはできな
い．これらの間には次の交換関係がある．
［sx, sy］:＝sxsy－sysx＝isz

［sy, sz］:＝sysz－szsy＝isx (6)
［sz, sx］:＝szsx－sxsz＝isy
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これらの交換関係を満たすためにはsx，syを次のようにお
けばよい．

x x

y y

s

s

0 11 1
2 21 0

0 i1 1
2 2i 0

 
 
 

 
 
 

＝ ＝

－
＝ ＝

σ

σ
  (7)

このように，sx，sy，szのマトリックスが全く異なった表
現となるのは，z軸を量子化軸に選んだことに依存してい
る．それでは空間のどの方向をz軸に選ぶのがよいのだろ
うか．z軸の方向は任意に選んで差し支えない．しいて言
えば，問題が最も容易に扱える方向を選ぶのがよいといえ
る．たとえば空間に磁場が存在していれば，通常その方向
をz軸に選ぶ． そうすればゼーマンエネルギーをszの固有
値で指定できる．

sx，syを組み合わせて

x y

x y

s s s

s s s

0 1: i
0 0
0 0: i
1 0

 
 
 

 
 
 

＋

－

＝ ＋ ＝

＝ － ＝
  (8)

で表される昇降演算子を定義しておくと便利である．
これらは

s＋α＝0, s＋β＝α  (9)
s－α＝β, s－β＝0 (10)
の結果を与える．新しく演算子

( )2 2 2 2 21: 2x y z zs s s s s s s s s＋ － － ＋＝ ＋ ＋ ＝ ＋ ＋   (11)

を定義しよう．この演算子に対しては

α α α α 
 
 

2
2 1 1 3

2 2 4s ＝ ＋ ＝   (12)

β β β β 
 
 

2
2 1 1 3

2 2 4s ＝ ＋ ＝   (13)

となるから，スピン関数α, βはともに式 (11)で定義された
演算子s2の固有関数となっており，しかも，その固有値は
ともに3/4である．すなわち演算子szのαに対する固有値
が 1/2，βに対する固有値が－1/2のとき，演算子 s2の
固 有 値 は，ス ピ ン 量 子 数 s＝1/2と し て，s(s＋1)＝
1/2((1/2)＋1)＝3/4となっている．

szというのはスピンベクトルsの z方向の成分， すなわ
ち単位ベクトル ẑとスピンベクトルの内積s · ẑ＝szのこと
である．空間の任意の方向を向いた単位ベクトルを ûとす
るとき，スピン演算子の û方向の成分に対する固有値λと，
固有ベクトル，すなわちスピン関数χを求めてみよう．固
有方程式は

(s· û)χ＝(sxûx＋syûy＋sz ûz)χ＝λχ (14)
であり，このときの固有ベクトルを2成分のベクトル

χ
 
 
 

1

2

a
a＝   (15)

とおく．ûは実空間における古典的な単位ベクトルであ
り，その成分を極座標で書けば

ûx＝sin θ cos φ, ûy＝sin θ sin φ, ûz＝cos θ (16)
である．sx，sy，szの行列を代入して式 (14)を書けば

a a a
a a a

a
a

2 2 1

1 1 2

1

2

sin cos i sin sin cos1
2 sin cos i sin sin cos
 
 
 

 
 
 

－ ＋
＋ －

＝

θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ θ ϕ θ

λ
 

 (17)

となる．これより連立方程式
(cos θ－2λ) a1＋[sin θ exp (－iφ)] a2＝0 (18)
[sin θ exp (iφ)] a1－(cos θ＋2λ) a2＝0 (19)
が意味のある解をもつ条件として，行列式

( )
( )

cos 2 sin exp i
0

sin exp i cos 2
－ －

＝
－ －

θ λ θ ϕ
θ ϕ θ λ

  (20)

が成り立たなければならない．すなわち
4λ2－(cos2 θ＋sin2 θ)＝4λ2－1＝0 (21)
であるから，固有値λは

1 1
2 2+ または＝ ＝－λ λ   (22)

である．それぞれの固有値に対し，比a2/a1は

( ) ( )θ θ ϕ
θ ϕ

2

1

cos 1 tan exp i2sin exp i
a
a

－＝ ＝
－ －

  (23)

( ) ( )θ θ ϕ
θ ϕ

+
−

2

1

cos 1 cot exp i2sin exp i
a
a ＝ ＝－

－
  (24)

となる．スピン関数の規格化条件

( )1* *  
 
 

1 2 2
2 1 2

2
, | | | | 1a

a a a a
a ＝ ＋ ＝   (25)

を考慮すると，それぞれの固有値に対するスピン関数（固
有ベクトル）は

( )

θ
χ

θ ϕ

 
 
 
 
 

cos 2
sin exp i2

＋＝   (26)

( )

( )

θ
χ

θ ϕ

θ π

θ π ϕ

 
 
 
 
 

 
 
 
  
 

sin 2
cos exp i2

cos 2
sin exp i2

－＝
－

－
＝

－

 

 (27)

となる．このように ûの方向を量子化軸としても，二つの

固有値λ ± 1
2＝  と，二つのスピン関数χ＋とχ－が得られた．
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ûの方向を逆転（θ→θ－π）するとχ＋とχ－が入れ替わるこ
とがわかる．
θ＝π/2，φ＝0とおけば ûはx方向を向くから，x方向の
スピン関数は

χ
     
     

    

1 01/ 2 1 1
2 20 11/ 2x＝ ＝ ＋   (28)

となる．すなわち　スピン関数α
 
 
 

1
0＝  とβ

 
 
 

0
1＝  を同じ重

みで重ね合わせた形となっている．反対方向のスピン関数
を重ねてもスピンが消えるわけではなく，x方向を向いて
存在しているのである．ちなみに－x方向を向いたスピン
関数はθ＝π/2，φ＝πとおいて

χ
     
     

    

1 01/ 2 1 1
2 20 11/ 2x－ ＝ ＝ －

－
  (29)

y方向を向いたスピン関数はθ＝π/2，φ＝π/2とおいて

χ
     
     

    

1 01/ 2 1 1i2 20 1i/ 2y ＝ ＋＝   (30)

となる．
スピン偏極ベクトルPは古典的な実空間におけるベクト

ルで，パウリの演算子
σ＝2s (31)
の期待値として定義される．すなわち

P＝〈χ|σ|χ〉 (32)
であるから，χとして式 (26)を代入すれば

( ) ( )

( ) ( )

θ θ θ θϕ ϕ

θ ϕ
θ θ θ θϕ ϕ

θ ϕ
θ θ θ2 2

cos sin exp i cos sin exp i2 2 2 2
sin cos

i cos sin exp i i cos sin exp i2 2 2 2
sin sin

cos sin cos2 2

x

y

z

P

P

P

＋ －

＝

＝－ ＋ －

－ ＝

＝

＝

＝

 

 
(33)

となり，スピン偏極の方向はûの方向であることが示される．

1.2　磁気モーメント

一般に電流 Iの流れる閉回路上の位置ベクトルをRとす
れば，この閉電流の磁気モーメントは

 d2
I

閉回路
＝ ×m R R   (34)

と表される．これが古典電磁気学における磁気モーメント
の定義といえる．
電子が半径rの円を描いて回っているとしよう．その角
速度をωとすれば，電流

I＝－e (ω/2π) (35)
が，面積S＝πr2の閉回路の縁を流れていると見ることが
できる．ここで

IS e r21
2＝－ ω   (36)

を一定に保ちながら Iを大きくしS→0の極限を考えれば，
局在化した磁気モーメント

→0
ˆlim

S
IS＝m n   (37)

を得る．通常そこにベクトルmに相当する矢印を描く．
磁気モーメントの大きさ|m|は ISで与えられ，単位は
A m2で表される．磁気モーメントの方向を決める n̂は閉
電流の面に垂直な単位ベクトルであり， その向きは電流の
向きに回る右ねじの進む向きと定義する．
対称性の議論はこの定義に戻って考える必要がある．と
くに，鏡映変換，たとえば，(x, y, z)→(－x, y, z)に対して
は，Fig. 1のように鏡映面に垂直な磁気モーメントの成分
は方向を変えず，平行成分は逆転する．また，時間の向き
を逆にする変換 t→－tを行うと，電流の向きが逆転するか

Fig. 1　Direction change of the magnetic moment, m, by 
reflection with a mirror parallel to the yz-plane. Accompa-
nying coordination transformation is (x, y, z)→(－x, y, z）. 
(a1) & (a2) m parallel to the yz-plane, (b) m perpendicular 
to the yz-plane, and (c) in general.1）

Fig. 2　Comparison of electric and magnetic fields pro-
duced by various sources. (a1) Magnetic field by a small 
closed current loop, (a2) electric field by a pair of plus & 
minus electric charges (electric dipole moment), and (b) 
magnetic field by a magnetic dipole moment.2）
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ら，磁気モーメントの方向も逆転する．この変換を時間反
転と呼ぶ．磁性原子を含む結晶の対称性を扱うとき，これ
らのことに注意しなければならない．
磁気モーメントは閉電流で定義されているから，当然まわ

りに磁場をつくる．Fig. 2に小さな閉電流のつくる磁場 (a1) 
と，正負の電荷の対がつくる電場 (a2) の力線を示した．前
者では磁力線が閉電流を貫いて下から上に向かっているが，
後者では電荷の間の力線が上から下と反対方向を向いてい
る．閉電流が小さい極限をとればこの違いがわからなくなり，
磁気モーメントのつくる磁場と，電気双極子のつくる電場と
が同様な空間分布（Fig. 2(b)）となる．だからといって，磁
気モーメントを磁荷の双極子と誤解してはならない．磁極を
電荷のように正負の磁荷に分けようとしても不可能で，単独
な磁荷は存在が確かめられたことはない．磁気モーメントの
定義に戻れば，一つの閉電流の表と裏の関係なのである．
電子の質量をmeと書けば，この円運動による角運動量
の大きさは

|r×p|＝me|r×v|＝me ωr2 (38)
となるが，量子力学によるとこの大きさはħの整数倍に量
子化されている．軌道角運動量をħℓと書けば， ベクトルℓ
のz成分，ℓzの固有値は整数値となる．ベクトルℓの模式的
な様子をFig. 3に示した．軌道角運動量の大きさと軌道磁
気モーメントµorbの大きさを比較すれば，式 (36) より

ω ω

μ

2 2
orb e

e e

B

ˆ1
2 2 2

ˆ

:

e ee r m rm m＝－ ＝－ ＝－

＝－

n nμ 


  (39)

の関係がある．電子のもつ電荷－eは負であるから電子の
回る向きと磁気モーメントを定義した閉電流の向きは逆に
なるので，µorbとℓの方向は反対となる．ここで

μ ≅ 24 2
B

e
9.274 10 Am2

e
m

－＝ ×   (40)

はボーア磁子とよばれ，磁気モーメントのミクロな自然単
位である．磁気モーメントの値をµBに対する比で表せば，
人為的な単位系によらないで普遍的に用いることができる．

このようにして，古典的な閉電流の極限の概念として導
入された磁気モーメントと，ミクロな角運動量の関係が導
かれた．有限な軌道角運動量に対してこのような軌道磁気
モーメントは現実に存在が確認されている．ところが軌道
角運動量を持たないℓ＝0の電子が磁気モーメントをもっ
ていることが，さまざまな実験において観測されている．
スピン角運動量に付随する磁気モーメント
µspin＝－gµBs (41)
が磁束密度B＝µ0Hの磁場の中に置かれると，磁場の方向
をz方向として

E＝－µ0 µspin· H＝µ0gµBszH (42)
のゼーマンエネルギーをもつ．
式 (41) で現れた因子gは，ディラックの電子論によれば
g＝2 (43)

であることが導かれる．電磁場との相互作用を補正項とし
て取り込めばg＝2.0023となるが，通常2として不都合は
ない．スピン演算子の量子化軸方向の成分 szの固有値は
±1/2であるから，電子固有のスピンに付随しているスピ
ン磁気モーメントの大きさは，磁気モーメントの自然単位
1ボーア磁子である．電子は素電荷－eとともに，1 µBの
磁気モーメントをもっている．これが磁性の出発点であ
る．原子核の回りを電子が取り巻いて原子ができ，原子が
結合して物質ができる．物質の中の原子がどのような磁気
モーメントを担っているかは次回で説明する．

1.3　磁　　　場

エルステッドが磁針の動きによって電流のまわりに発生
する場を発見した歴史的経緯に基づき，磁場の強さHを
導入しよう．式 (42)をみると，磁気モーメントµspinに共役
な（スカラー積がエネルギーの次元となる）示強変数は
µ0Hである．µ0＝4π×10－7 J m－1 A－2という定数が現れる
のは，磁場Hの中で電流が受ける力によって電流の単位
（アンペア，A）を定めたときの定義に由来する．国際単
位系 (SI)では，間隔a＝1 mの互いに等しい平行な直線電
流間にはたらく単位長さ当りの引力が2×10－7 N/mとな
るような電流の大きさを1 Aと定義している．

Fig. 4に示すように，x方向に流れる直線電流 I0からy
方向にaだけ離れた位置における磁場は，アンペールの法
則によりz方向を向き，その大きさはH＝I0/(2πa) である．
I0に平行な直線電流 Iが単位長さ当たりに受ける力Fは I
とHのベクトル積に比例する．その比例定数をµ0とおけ
ば，力は－y方向，すなわち引力となり

μ μ μ π
0

0 0 0ˆ ˆ ˆ2
IF I H I H I a＝ × ＝ × ＝－x z y   (44)

となる．ここで，Iは方向まで含めて電流を表すベクトル
である．I0＝I＝1 A，a＝1 m，F＝2×10－7 N/mの値を 
(44) に代入すれば

µ0＝4π×10－7 N/A2＝4π×10－7 Jm－1 A－2 (45)

Fig. 3　Schematic drawing of orbital the angular momen-
tum, ℓ , with vectors. (a) ℓ＝1, (b) ℓ＝2, and (c) ℓ＝3, where ℓ 
and m are the azimuthal and magnetic quantum numbers, 
respectively.3）
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という定数が得られる．磁場の強さHの単位はA/mである
が，この単位で測ると実験室で扱う磁場の数値が大きな桁
数となって不便である．そこでµ0をかけてµ0Hとして扱う
と都合がよい．SIにおけるµ0Hの単位はT（テスラ）であり，
T＝Jm－2 A－1である．本書ではµ0Hを，磁場を表す示強変
数として積極的に用いる．アンペアという電流の単位が完
全に普及した今日，µ0という煩わしい値をかけてµ0Hを用
いなければならないのはやむをえないとするべきであろう．

1.4　ベクトルポテンシャルと磁気モーメント

時間変化のない定常状態では，電荷保存の法則より電流
は必ず閉電流となる．電流の単位を定義した直線電流とい
うのは，この閉電流を大きくした極限といえる．あるいは
測定点が閉電流上の一部に近接していて，閉電流全体では
なく，その一部を近似的に直線と見ているといえる．
電流の周りに生じた磁場には，電流密度をJとしてアン

ペールの法則
∇×H＝J (46)

が成り立つ．ここで磁場の力線は閉曲線になっていて，
▽· (µ0H)＝0であるから，µ0HをベクトルポテンシャルA
の回転として

µ0H＝∇×A (47)
と表すことができる．式 (46) の両辺をµ0倍して代入すれば
∇×(∇×A)＝∇(∇·A)－∇2A＝µ0J (48)

となる．(48) の関係を与えるAは一義的に定まらない．任
意のスカラー場の勾配を加えても式 (48)の関係は成り立
つ．そこで
∇· A＝0 (49)
という条件を課して，この任意性を取り除いておく．そう
すると
∇2A＝－µ0J (50)
というポアソン方程式が得られる．この解は，静電スカ
ラー場のポアソン方程式の解と同様に

μ
π 0 ( )( ) d4 | | V＝ －

J RA r R r   (51)

と与えられる 5）．位置rにおけるベクトルポテンシャルを
求めるためには，全空間を流れる電流密度J (R) を，距離
|R－r|で割って，Rに関して体積積分しなければならな
い．これは電流密度J(R)とベクトルポテンシャルA(r)の
一般的な関係である．
閉回路を流れる電流がこの回路から十分離れた場所につ
くるベクトルポテンシャルを考えよう．閉回路の中心を原
点にとればR≪rの条件が成立する．

⋅ 
 
 

2: | | 1 R rd R r r
r＝ － ＝ －   (52)

と展開して，これを (51) に代入し，ベクトルポテンシャ
ルは電流の大きさを Iとして

( )

μ μ
π π

μ
π

⋅ ≅  
 

⋅

 

 


0 0
2

0
3

d( ) 1 d4 4

d4

I I
d r r

I
r

＝ ＋

＝

R rRA r R

R r R
  (53)

となる．ここで

( ) ( )

( ) ( )

( )

⋅ ⋅

 ⋅ ⋅ 

 



 



d d

1 d d2
1 d2

＝－

＝ －

＝ × ×

R r R r R R

R r R r R R

R R r

 
 

(54)
Fig. 4　Force acting between parallel electric currents 
separated with a distance a.4）

Fig. 5　(a) Vector potential, A, produced by a magnetic moment m＝(0, 0, m) at the origin (0, 0, 0). A rotates around the z axis. 
(b) Contour lines of |A| in zx-plane; z2＋x2＝(x/C)2/3; C＝4π|A|/µ0 m.7）
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の関係がある 6）．これに磁気モーメントの表式 (34)を代入
して，原点からrだけ離れた位置におけるベクトルポテン
シャルは

μ
π
0

m 3( ) 4 r
×＝ m rA r   (55)

となる．これはmを軸として，これを取り巻いた円周方
向を向いている．Am(r)の様相をFig. 5に示した．
磁気モーメントを閉電流として定義したことによって，
これから十分離れた場所でのベクトルポテンシャルを，磁
気モーメントをあからさまに含んだ形で表すことができ
た．ここではR≪rと近似できる場合について扱い，計算
を見やすくしたが，電流ループによるベクトルポテンシャ
ル式 (55) は近似を用いなくても楕円積分を用いれば厳密
に数学的に導出できる．

1.5　磁気モーメントによる磁束密度

一般に磁束密度Bを表す力線は始点も終点もない曲線
となる．これは単一の磁極が存在しないことから導かれる
物理法則である．ここで，磁束の力線の密度を表すベクト
ル場として磁束密度Bを導入する．磁気モーメントから離
れた場所ではB＝µ0Hである． Bには発散がないから
∇· B＝0 (56)

であり，したがってBをベクトルポテンシャルAの回転と
して，

B＝∇×A (57)
と表すことができる．
前節で磁気モーメントがその周囲につくるベクトルポテ
ンシャル式 (55)がわかったから，これの回転をとって磁束
密度を求めれば

r

r r

0
m m 3

0 0
3 3

4

4 4

 ∇ ∇  
 

 ⋅   ∇ ⋅ ∇ ⋅         

×＝ × ＝ ×

＝－ ＋

μ
π

μ μ
π π

m rB A

m r r m
  

(58)

と計算される．最右辺第1項に含まれる

ϕ⋅ 
 π  

m3
1 :4 r ＝m r   (59)

は磁気モーメントによる磁気ポテンシャルである．後で述
べるように，第2項は原点以外の点では0となる．原点以
外では，磁気ポテンシャルの勾配にマイナスをつければ磁
場の強さとなる．すなわち

ϕ π
⋅ ∇   

m m 5 3
3( )1

4H
r r＝－ ＝ －m r mr   (60)

が磁気モーメントがつくる磁場である．磁気ポテンシャル
と磁場の様相をFig. 6に示した．この磁場は電気双極子が
つくる電場と同様な空間分布をしているので双極子磁場と
呼ばれることもあるが，磁気モーメントは磁荷の双極子で
はないことはすでに述べた．
ところで磁気ポテンシャルという，スカラーポテンシャ
ルの勾配として得られるベクトル場の回転は数式上ゼロ，
すなわち
∇×∇φm＝0 (61)
である．しかしアンペールの発見した物理法則によれば，
磁場の周回積分はその閉曲線を貫く電流密度Jの面積分に
等しい．ストークスの定理により磁場のベクトル場の回転
は電流密度ベクトルを与える．すなわち∇×∇φm＝－Jと
なってしまい式 (61)に矛盾する．したがって磁気ポテン
シャルが定義できるのは， 電流の流れていないJ＝0の場
所のみであるとしなければならない．空間に切れ目を入れ
て，電流の流れている部分を取り除いた単連結の領域のみ
で磁気ポテンシャルは定義される．
式 (37) において磁気モーメントmは，電流ループを原
点に収束させて定義している．したがってこの場合，磁気
ポテンシャルは原点を除いて定義されている．すなわち式
(60)は原点を除いた領域で成り立つと考えるべきである．
式 (58)の右辺第2項は原点を除けばr≠0であるから

     ∇ ⋅      
     

2 2 2
3 3 5

3 3 ( ) 0x y z
r r r＝ － ＋ ＋ ＝r   (62)

となり，寄与はない．しかしこの項は原点 r＝0で意味を
持ってくる．原点を中心とする球について積分を行えば，
ガウスの定理により

π    ⋅   
   

∇ ⋅ 3 2
1d d 4V Srr r＝ ＝r r   (63)

であるから，δ関数を用いて
μ μ δπ

  ∇ ⋅     
0

03 ( )4 r ＝r m m r   (64)

と書くことができる．ここでδ関数δ(r) とはr≠0であれば

Fig. 6　Magnetostatic potential, φm, and magnetic field, 
Hm, produced by a magnetic moment m＝(0, 0, m).8）
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δ(r)＝0であるが，r＝0を内部に含んで体積積分をしたとき

δ ( )d 1V＝r   (65)

となる関数である．
以上をまとめると，原点に局在した磁気モーメントが位
置rにつくる磁束密度は

Bm (r)＝µ0 Hm (r)＋µ0mδ(r) (66)
と書くことができる．右辺第1項は式 (60)で与えられる磁
場のµ0倍であるが，それだけでなく第2項が付け加わるこ
とが重要な意味をもってくる．閉電流を原点に収束すると
いう極限操作によって，式 (66)の第2項が現れた．
ここで振り返ってみると，最初ベクトルポテンシャルを
求める際に，簡単のため閉電流から離れた場所（r≫R）
における近似で導入したが，得られた結果式 (55)は，この
近似をはずしても正しい．そこで原点を除いてHmを与え
る式 (60)を拡張して，閉電流を収束させた原点を含めて
Bmを定義すると，式 (66)の第2項が現れた．このように
原点を含めた全空間でベクトルポテンシャルを定義するこ
とによって，その回転として式 (58) によって磁束密度ベ
クトルBが全空間で定義された．このように式 (58) を全
空間で成り立たせることによって式 (66)の右辺第2項が現
れ，∇· B＝0の成立が保障されたのである．

1.6　磁化とマクスウェルの方程式

まず物質が存在しない，すなわち電荷も電流も磁気モー
メントもない真空空間の領域内のみで考えよう．また後述
の理由で，真空中の場に対しても，EとHを用いて記述す
る．任意の閉曲線を考えたとき，「この閉曲線に沿った電
場Eの線積分は閉曲線を貫く磁場Hの面積分の時間変化
に比例する．閉曲線に沿った磁場Hの線積分は閉曲線を
貫く電場Eの面積分の時間変化に比例する」というのが定
性的な電磁気学の基本法則である．物理量の単位と符号を
定めれば， これらは次のように書ける．

μ

ε

⋅ ⋅

⋅ ⋅

 
 



0

0

d d
d

dd dd

dts S

Sts

＝－

＝

E H

H E
  (67)

ストークスの定理を用いて局所的な形に書けば

μ ε
∂

∂∇ ∇∂
∂

=0 0,t t× ＝－ ×H EE H   (68)

となる．式 (68)の発散をとれば，左辺の回転の発散はゼロ
であるから，場の発散の時間変化がないことがわかる．そ
こに初期条件として
∇· E＝0, ∇· H＝0 (69)

を付け加えれば，これは時間変化しない．このように真空
領域のマクスウェル方程式は，電場Eと磁場Hが絡み合っ
た，対称性の良い形をしている．式 (68) の回転をとって，
式 (69) を代入して組み合わせれば，波動方程式が得られ

る．これらは位相速度として光速
c＝2.998×108 m/s (71)
をもった平面波（電磁波）

E＝E0 cos (k·r－ωt＋δ),
H＝H0 cos (k·r－ωt＋δ) (72)

を解としてもつ．式 (72) を式 (70) に代入すれば ε0µ0ω2＝k2

を得る．ここで，位相速度はω/k＝cであるから
ε0µ0c2＝1 (73)
の関係を得る．
さて次に電場，磁場の源となる電荷と電流，磁気モーメ
ントを導入する．まず簡単のため点電荷，局在化した磁気
モーメントが原点にある場合を考えよう．そのまわりには
それぞれ，静電スカラーポテンシャルとベクトルポテン
シャル式 (55)ができる．ベクトルポテンシャルの回転をと
れば，磁束密度が式 (66)のように導かれる．
さて，ここから空間の場に関する物理量に関して新たな
定義を導入する．位置rの周りに微小体積∆Vを考え，場
に関する物理量をこの中で体積平均してその平均値を改め
て位置rにおける場の物理量と考えるのである．ここで
∆Vをどのくらいの大きさに取るかは，考える問題による．
物質を含む空間においては，体積平均の領域の中に多数の
原子を含み，∆Vを変えても平均値がほとんど変化せず，
位置の連続関数としてなめらかで微分演算が可能となるよ
うなとり方をする．
具体的に式 (66)の右辺第2項について述べると，Rjの位

置に磁気モーメントmjが存在していたとすれば，多数の
磁気モーメントを含む領域に関する体積平均として

( )δ

Δ

  Δ





1

1 d

j

j

j j

j

V

m VV

＝

＝ －

M m

r R
  (74)

が定義される．このベクトルMは磁化ベクトルと呼ばれ
る．外部から加えた磁場がなくても有限の大きさの磁化ベ
クトルをもつ物質は強磁性体と呼ばれる．式 (66) のBm (r) 
とHm (r) も体積平均したベクトルBMとHMにそれぞれお
きかえれば，

BM＝µ0HM＋µ0M (75)
の関係を得る．式 (56) でB＝∇×Aとおいたことを思い起
こせば，上式の両辺の発散をとればゼロである．したがっ
て
∇· HM＝－∇· M (76)

である．磁場HMは磁化Mが消失した所から湧き出し，M
が発生したところに吸い込まれる．内部が一様な磁化をも
つ強磁性体では，磁化の存在しない外部との境界において
磁化は消失，発生するから，磁場もそこで内外に発生，ま
たは内外の磁場が吸い込まれる．もちろんこの場合の磁場
HMは式 (60)ではなくて，これを体積平均した
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Δ M m
1 dVV＝H H   (77)

である．細かい変化は平均化されるから，これがなだらか
になるのは当然であるが，強磁性体の外形が楕円体の場
合，内部の磁化が一様であればHMも一様な反磁場となる．
外部からHM以外の磁場Hexがかけられていれば，それ

に応じた磁束密度は
Bex＝µ0Hex (78)
である．両者を加えて，一般にB＝BM＋Bex，H＝HM＋
Hexと置けば

B＝µ0H＋µ0M (79)
である．このようにして磁束密度と磁場，磁化との関係が
導かれた．これらはすべて適当な微小体積∆Vの中でベク
トル平均をとった量であることを忘れてはならない．
国際単位系 (SI)では磁束密度Bの単位はT （テスラ） で
ある．磁場H，磁化Mの単位はともにA/mである．磁性
体を扱う場合，MをHの関数として，磁化曲線を取り扱
うことが中心的課題となる．このときHではなくて式 (79)
の磁束密度Bを用いることはできない．本稿ではµ0Hと書
くべき場合はBを用いない．Bを用いるときはMとHが
それぞれ明確でなければ混乱を招く．
物質を含んだ空間における体積平均した物理量で記述さ
れた電磁気学の基本法則には，電荷密度ρ，電流密度ベク
トルJ，電気分極ベクトルP，磁化ベクトルMが現れる．
ここで電束密度ベクトル

D＝ε0E＋P (80)
と式 (79)の磁束密度ベクトルB＝µ0H＋µ0Mを用いて，マ
クスウェルの方程式を簡潔だが形式的な形で書けば

∂∇∂∇ =
∂ ∂

,  t t×× ＝－ ＋E B H D J   (81)

∇·D＝ρ, ∇·B＝0 (82)
となる．(79)，(80) を比較して，Pm:＝µ0Mを磁気分極と
呼んで導入し，形式的な対応を試みる人もいる．しかし磁
気を電気とのアナロジーで説明しようとしても，正しい理
解には到達しない．磁気モーメントは必ず角運動量を伴っ
て現れるのに対して，電気双極子は正負の電荷の対で，角
運動量とは関係がない．誘電体を学んでも，磁性体の勉強
をないがしろにすることはできない．
マクスウェルの方程式においてBとDは決して対称な
格好には現れていない．そこであえてBとDを用いずに，
物質があるとき現れる物理量をあからさまに用いてマクス
ウェルの方程式を書けば

μ μ ∂
∂

∂∇
∂0 0t t× ＝－ －H ME   (83)

μ
∂ ∂∇
∂ ∂2

0

1
t tc× ＝ ＋ ＋E PH J   (84)

∇· E＝µ0c2(ρ－∇· P) (85)
∇· H＝－∇· M  (86)
となる．真空中での法則式 (68)，(69)との違いが明瞭に理
解できるであろう．なお式 (73)の関係を用い ε0を消した．
式 (84)の発散をとれば

μ
∂ ∂∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅
∂ ∂2

0

1 0t tc ＋ ＋ ＝E P J   (87)

となる．これに式 (85) を代入して，電荷保存則
ρ∂∇ ⋅

∂t＝－J   (88)

を導くことができる．
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